Контрольная работа

по математическому анализу

для студентов 3 курса ФЗО

зимняя сессия
Составила: Кульбакова Ж.Н.

Задание 1
Вычислить криволинейный интеграл I рода:

1. 
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, где С – контур треугольника с вершинами О(0;0), А(1;2), В(-1;2)
2. 
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,где С – арка циклоиды х = а(t - sint), y = a(1 - cost), 0≤ t ≤ 2π
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,где L – граница кругового сектора {(r,φ): 0≤  r ≤ a, 0≤ φ ≤π/4 }, r и φ – полярные координаты

4. 
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, где С – окружность x2  + y2=4x
5. 
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, где С – кривая x = 3t, y = 3t2, z = 2t3 от точки А(0;0;0) до В(3;3;2)

6. 
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, где С – честь винтовой линии x = acost, y = asint, z = bt, 0≤ t ≤ 2π
7. 
[image: image7.wmf]ò
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, где С – кривая x = e-tcost, y =e-t sint, z = e-t, 0≤ t ≤ ln3
8. 
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, где C – половина дуги эллипса  
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Задание 2
Вычислить криволинейный интеграл II рода:
1. 
[image: image11.wmf]ò

c

х2dy-ydx, где С – отрезок с концами в точках А(0;1) и В(3;-1)
2. 
[image: image12.wmf]ò

c

 хdy-y2dx, где С – часть параболы, y = 
[image: image13.wmf]2

1

 х2 , x
[image: image14.wmf]Î

[1;3]
3. 
[image: image15.wmf]ò

c

 (х2 – xy)dx + (y2– xy)dy, где С – парабола, y =  х2 , x
[image: image16.wmf]Î

[0;2]

4. 
[image: image17.wmf]ò

c

 (х2 + y2)dx + (х2 – y2)dy, где С – прямая, y =  1 - х , x
[image: image18.wmf]Î

[0;1]

5. 
[image: image19.wmf]ò
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 (2a - y)dx + хdy, где С – арка циклоиды, х = a(t – sint),  y =  a(1 – cost), 0≤ t ≤ 2π
6. 
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, где С - окружность x2  + y2= a2,пробегаемая против хода часовой стрелки.
7. 
[image: image22.wmf]ò
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 xdx + ydy + (x + y – 1)dz, где L – отрезок прямой от точки А(1;1;1) до В(2;3;4)
8. 
[image: image23.wmf]ò
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 xcosydx + ysinxdy вдоль  отрезка, соединяющего точки (0;0) и (π;2π)
Задание 3

Найти работу силы 
[image: image24.wmf]F

r

при перемещении вдоль линии L от точки A к точке B.
1. 
[image: image25.wmf]F
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 = (у2 - y)
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+(2xy+ x) 
[image: image27.wmf]j

r

, L: x = ey, A(e;1), B(1;0)
2. 
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= (x2 - 2y)
[image: image29.wmf]i
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+(y2+ 2x) 
[image: image30.wmf]j

r

, L: y = 2 - 
[image: image31.wmf]8
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, A(-4;0), B(0;2)
3. 
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= x3
[image: image33.wmf]i
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- y3
[image: image34.wmf]j

r

, L: x2  + y2= 4, x ≥ 0, y ≥ 0, A(2;0),B(0;2)
4. 
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= (x + y)
[image: image36.wmf]i
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+( x - y) 
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, L:  x2  + 
[image: image38.wmf]9
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=1,  x ≥ 0, y ≥ 0, A(1;0),B(0;3)

5. 
[image: image39.wmf]F
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= (x + y)
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+ 2x
[image: image41.wmf]j
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, L:  x2  + y2=4,  , y ≥ 0, A(2;0),B(-2;0)
6. 
[image: image42.wmf]F
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= (y2+ 2x)
[image: image43.wmf]i
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+(x2+ 2y) 
[image: image44.wmf]j

r

, L – отрезок AB, A(-4;0), B(0;2)
7. 
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= (y2 + y)
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r

+ (2xy + x)
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, L:  y = x2  + 1,  A(1;2),B(-1;2)
8. 
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= x2
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r

+ y2 
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, L: x = y2, A(4;2), B(1;1)

Задание 4

Применяя формулу Грина, вычислить следующие интегралы ( контур С обходится в положительном направлении).

1. 
[image: image51.wmf]ò

с

y3dx + х3dy, где С - окружность x2  + y2= a2
2. 
[image: image52.wmf]ò
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(x + y)dx - (x - y)dy, где С – эллипс 
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3. 
[image: image55.wmf]ò

с

 ex ((1 - cosy)dx - (y - siny)dy), где С – контур, ограничивающий область 0≤ х ≤ π,          0≤ y ≤ sinx 
4. 
[image: image56.wmf]ò

с

y2dx + х2dy, где С – граница квадрата ABCD A(1;0),B(0;1) C(-1;0),D(0;-1)
5. 
[image: image57.wmf]ò

с

xy2dx + хydy, где С – треугольник ABC с вершинами  A(-2;0),B(2;0) C(0;2)
6. 
[image: image58.wmf]ò

с

( x2  -  y2)dx +2 хydy, где С – треугольник ABC с вершинами  A(1;1),B(0;2) C(1;3)
7. 
[image: image59.wmf]ò

ABCD

 2ydx - хydy, где  A(1;0),B(1;2) C(-1;0),D(-1;-2)
8. 
[image: image60.wmf]ò

с

(x2 + y)dx - (x - y2)dy, где С – эллипс 
[image: image61.wmf]9
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Задание 5
Убедившись, что подынтегральное выражение является полным дифференциалом, вычислить следующие криволинейные интегралы II рода:
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4.
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5. 
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6. 
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7. 
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8. 
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Задание 6
Вычислить поверхностный интеграл I рода:

1. 
[image: image72.wmf]òò

s

(x + y + z)dS , где S- полусфера x2  + y2+ z2= a2, z ≤ 0.
2. 
[image: image73.wmf]òò

s

 (x2  + y2)dS , где S- граница тела, заданного неравенствами 
[image: image74.wmf]2
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≤  z ≤ 1.
3. 
[image: image75.wmf]òò

ф

xyzdS , где Ф – часть поверхности z = x2  + y2, z ≤ 1, x ≥ 0, y ≤ 0. 
4. 
[image: image76.wmf]òò

ф

 zdS , где Ф – часть поверхности z = xy, вырезанная цилиндром  x2  + y2 =1.
5.  
[image: image77.wmf]òò

ф

xyzdS , где Ф – часть поверхности z = x2  + y2, z ≤ 1, x ≥ 0, y ≤ 0. 

6. 
[image: image78.wmf]òò

ф

 (z + 2x + 4/3y)dS , где Ф – часть плоскости  
[image: image79.wmf]2
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  + 
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 + 
[image: image81.wmf]4

z

= 1, лежащая в первом октанте.

7. 
[image: image82.wmf]òò

s

xyzdS , где S – часть сферы  x2  + y2 + z2 = a2, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.
8.  
[image: image83.wmf]òò

s

x2y2z2dS , где S – часть конуса  x2  + y2 = z2 ,  0 ≤ z ≤ b. 
Задание 7 

Найти площадь поверхности:

1. Части поверхности  аz = хy, заключённой внутри цилиндра x2  + y2 = a2 

2. Части эллиптического параболоида 2аz = x2  + y2, заключённого внутри цилиндра
(x2  + y2) 2 = 2а2 xy.
3. Части сферы x2  + y2 + z2 = a2, заключённой внутри цилиндра 
[image: image84.wmf]2
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[image: image85.wmf]2
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 = 1 (b ≤  a ).
4. Части поверхности  z2 = 2xy, отсекаемой плоскостями x + y = 1, x = 0, y = 0.
5. Части поверхности z =
[image: image86.wmf]2
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, заключённой внутри цилиндра x2  + y2  = 2x.
6. Части поверхности x2  + y2 + z2 = 1 , заключённой внутри цилиндра x2  + y2  = x.

7. Части поверхности z =
[image: image87.wmf]2

1

 (x2  + y2), вырезанной плоскостями x - y = 
[image: image88.wmf]±

 1.
8. (x2  + y2) 3/2 + z = 1, отсекаемой плоскостью z = 0.

Задание 8
(для всех вариантов)

Вычисоить  
[image: image89.wmf]òò

s

 zdS , где S – часть поверхности геликоида х = ucosv , y = usinv, z = v            (0 ≤ u ≤ a, 0 ≤ v ≤ 2π).
Задание 9
1. Найти координаты центра тяжести части однородной поверхности z =
[image: image90.wmf]2
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, вырезанной поверхностью x2  + y2 = ax.

2. Найти координаты центра тяжести однородной поверхности z = 
[image: image91.wmf]2
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(x ≥ 0, 
y ≥ 0,x + y ≤ a)

3. Вычислить моменты инерции относительно оси Оz однородной сферической оболочки x2  + y2 + z2 = a2, z ≥ 0 плотности ρо 
4. Найти статические моменты однородной треугольной пластинки x  + y + z = a (х ≥ 0, у ≥ 0, z ≥ 0) относительно координатных плоскостей
5. Найти массу полусферы x2  + y2 + z2 = a2 (z ≥ 0), плотность которой в каждой её точке М(х, у, z) равна 
[image: image92.wmf]a

z


6. Найти массу параболической оболочки z=
[image: image93.wmf]2

1

(x2  + y2) (0 ≤ z ≤ 1), плотность которой меняется по закону ρ = z
7. Найти моменты инерции треугольной пластинки x  + y + z = 1 (х ≥ 0, у ≥ 0, z ≥ 0) относительно координатных плоскостей
8. Найти массу поверхности z2 = c2 (х2 + у2), 0 ≤ z ≤ 1, если её плотность ρ = у2
Задание 10
Вычислите интеграл I = 
[image: image94.wmf]òò

s

 Pdydz + Qdzdх +Rdxdy, если:

1. Р = 0, Q = z – y, R = 0, S = {(x, y, z)| x2  + y2 + z2 = 2az, х ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}

2. Р = 0, Q = 0, R = x2  + z2 , S = {(x, y, z)| x2  + y2  = 4z2, х2 + y2 ≤ a2, z ≥ 0}

3. Р = 0, Q = y2, R = 0, S = {(x, y, z)| x2  + y2  = a2, х ≥ 0, 0 ≤ z ≤ b}
4. 
[image: image95.wmf]Р = 0, Q = 0, R = x4/(z – y2), S = {(x, y, z)| x2  + y2  = z, 0 ≤ z ≤ 4}
5. P = y2, Q = 0, R = 0, S = {(x, y, z)| x2  + y2 = z2, - b ≤ z ≤ 0}

6. P = 0, Q = x, R = 0, S = {(x, y, z)| x2/a2  + y2/a2 + z2/c2  = 1, х ≤ 0, y≤ 0, z ≥ 0}

7. P = 0, Q = 0, R = xz, S = {(x, y, z)| x2/a2  + y2/b2 + -z2/c2  = 1, х ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}

8. P = 0, Q = x2, R = 0, S = {(x, y, z)| x2  + y2 = z2, 0 ≤ z ≤ 4}

Задание 11

Найти поток Ф векторного поля 
[image: image96.wmf]a

r

 через грань о тетраэдра ограниченного плоскостями σ,

х = 0, у = 0, z = 0, в направлении внешней нормали к её поверхности. Сделать чертёж.
1.
[image: image97.wmf]a

r

 = (x;-y;2z), σ: -4х + у + z =4,
2.
[image: image98.wmf]a

r

 = (2x;5y;-5z), σ: 2х + 3у + z =6.

3.
[image: image99.wmf]a

r

 = (2x;-3y;z), σ: 2х - 6у + 3z =6.

4.
[image: image100.wmf]a

r

 = (-2х;3у;0), σ: 3х + 2у - z =-6.

5.
[image: image101.wmf]a

r

 = (x;-y;-6z), σ: 3х - 2у - 6z =6.
6.
[image: image102.wmf]a

r

 = (x;-9y;8z), σ: 4х + 4у + z =-8.
7.
[image: image103.wmf]a

r

 = (-x;-4y;5z), σ: 2х - 4у - z =4.
8.
[image: image104.wmf]a

r

 = (x;-y;-6z), σ: х - 2у + z =-2.
Задание 12

Найти поток векторного поля 
[image: image105.wmf]a

r

 через замкнутую поверхность S в направлении внешней нормали к её поверхности, применив теорему Остроградского-Гаусса.

1. 
[image: image106.wmf]a

r

 = (ух + x)
[image: image107.wmf]i

r

+(x2+ у) 
[image: image108.wmf]j

r

 +(xy2+z) 
[image: image109.wmf]k

r

 S: х2 + у2 + z2 =2z
2. 
[image: image110.wmf]a

r

 = (у + z2) 
[image: image111.wmf]i

r

+(x2 + 3у) 
[image: image112.wmf]j

r

 +ху 
[image: image113.wmf]k

r

, S: х2 + у2 + z2 =2х

3. 
[image: image114.wmf]a

r

 = (2ух - x) 
[image: image115.wmf]i

r

+(xz+ 2у) 
[image: image116.wmf]j

r

 +(x2+z) 
[image: image117.wmf]k

r

, S: у - х - z = 1, х = 0, у = 0, z = 0.

4. 
[image: image118.wmf]a

r

 = (х + z2) 
[image: image119.wmf]i

r

+(z + у) 
[image: image120.wmf]j

r

 - z
[image: image121.wmf]k

r

, S: х2 + у2 =9, z = х, z 
[image: image122.wmf]³

 0

5. 
[image: image123.wmf]a

r

 = z
[image: image124.wmf]i

r

 - 4у 
[image: image125.wmf]j

r

 + 2х
[image: image126.wmf]k

r

, S: z = х2 + у2, z = 1

6. 
[image: image127.wmf]a

r

 = z
[image: image128.wmf]i

r

 + x
[image: image129.wmf]j

r

 - х
[image: image130.wmf]k

r

, S: 4z = х2 + у2, z = 4

7. 
[image: image131.wmf]a

r

 = y
[image: image132.wmf]i

r

 + 5y
[image: image133.wmf]j

r

 + z
[image: image134.wmf]k

r

, S: x2 + y2 =1, z = x, z
[image: image135.wmf]³

  0
8. 
[image: image136.wmf]a

r

 = 3x
[image: image137.wmf]i

r

 - 2(y + x) 
[image: image138.wmf]j

r

 +(y - 2z) 
[image: image139.wmf]k

r

, S:z==4-x2-y2,z = 0
Задание 13

Найти поток векторного поля 
[image: image140.wmf]a

r

 через замкнутую поверхность о в направлении внешней нормали к её поверхности, применив теорему Остроградского-Гаусса. Сделать чертёж.

1. 
[image: image141.wmf]a

r

 = 4x
[image: image142.wmf]i

r

 + 2y
[image: image143.wmf]j

r

 - z
[image: image144.wmf]k

r

, σ: х = 1 - у2 - z2, х = 0.

2. 
[image: image145.wmf]a

r

 = 2z
[image: image146.wmf]i

r

 - y
[image: image147.wmf]j

r

 - z
[image: image148.wmf]k

r

, σ: x = у2 + z2, у2 + z2 =l,x = 0.
3. 
[image: image149.wmf]a

r

 = (y- z2) 
[image: image150.wmf]i

r

 - (x2 - 3y) 
[image: image151.wmf]j

r

+ xy
[image: image152.wmf]k

r

, σ: x2 + y2 + z2 = 2x.
4. 
[image: image153.wmf]a

r

 = z
[image: image154.wmf]i

r

 + (x + 3y) 
[image: image155.wmf]j

r

 - z
[image: image156.wmf]k

r

, σ: x2 = y2 + z2 , x = 2.
5. 
[image: image157.wmf]a

r

 = - 2x
[image: image158.wmf]i

r

 - у 
[image: image159.wmf]j

r

 - z
[image: image160.wmf]k

r

, σ: z = Зх2 + 2 y2+ 1, x2 + y2 = 4, z =0.
6. 
[image: image161.wmf]a

r

 = (x - z) 
[image: image162.wmf]i

r

 - (y + z) 
[image: image163.wmf]k

r

, σ: x2 + y2 + z2 = 2y.
7. 
[image: image164.wmf]a

r

 = (x- y) 
[image: image165.wmf]i

r

 - zx 
[image: image166.wmf]j

r

+ 2z
[image: image167.wmf]k

r

, σ: у = 4 - x2 - z2, у = x2 + z2.
8. 
[image: image168.wmf]a

r

 = x
[image: image169.wmf]i
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 + y
[image: image170.wmf]j
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 - 3z
[image: image171.wmf]k
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, σ: у = x2 + z2, у = 2z.
Задание 14

1.
Для нечётных вариантов:

Пользуясь формулой Стокса, вычислить криволинейный интеграл: 
[image: image172.wmf]dx

z

y
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)

(

2

2

-

ò

+ (z2 – х2 )dy + (х2 - y2 )dz, где L - граница сечения куба 0≤x≤а, 0≤у≤а, 0 ≤ z ≤ а плоскостью х + у + z =(3a/2), пробегаемая против хода часовой стрелки, если смотреть из точки (2а; 0; 0)

2.
Для чётных вариантов:

Пользуясь формулой Стокса, вычислить криволинейный интеграл: 
[image: image173.wmf]ò

l

(у2 - z2)dx + (z2 - х2 )dy + (х2 - y2)dz , где L - контур, части сферы х2 + у2 + z2 = 1 при х 
[image: image174.wmf]³

 0, у 
[image: image175.wmf]³

 0, z 
[image: image176.wmf]³

 0. Направление обхода кривой L берётся против хода часовой стрелки, если смотреть из точки (2;0;0).

Задание 15
Составить уравнение касательной плоскости к поверхности в данной точке М.

1. x = acosvsinu, y = bsinvsinu, z = ccosu; M(
[image: image177.wmf]3

a

;
[image: image178.wmf]3

b

;
[image: image179.wmf]3

c

)
2. x = z, y = rsinφ, z = zcosφ; M(1;
[image: image180.wmf]2

3

; -
[image: image181.wmf]2

1

)
3. x = acosφ, y = asinφ, z = h;  M(
[image: image182.wmf]2

a

;
[image: image183.wmf]2

a

;-1)

4. x2  + y2 + z2=9; M(1;2;2) 
5.
[image: image184.wmf]2

2
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 - 
[image: image185.wmf]6

2

y

= 2z; M(2;0;1)
6.(x + y)
[image: image186.wmf]2

 = 2z + 1; M(1;2;4)
7. x2  + y2 = 
[image: image187.wmf]3

1

 z2 ; M(1;
[image: image188.wmf]2

;-3)
8. z = 
[image: image189.wmf]2

1

( x2  - y2  ); M(3;-1;4)
Задание 16
Дивергенцию и ротор данного векторного поля 
[image: image190.wmf]F
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1. 
[image: image191.wmf]F
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= (x3 – x2)
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 - (y3 – y2)
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 - (z3 – z2)
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2. 
[image: image195.wmf]F
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= (2x – yz)
[image: image196.wmf]i
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 + (2y – xz)
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 + (2z – xy)
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3. 
[image: image199.wmf]F

r

= (x + yz)
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 + (y + xz)
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 + (z + xy)
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4. 
[image: image203.wmf]F
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= (x –2z2)
[image: image204.wmf]i

r

 + (2y + y2)
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 - 4xz
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5. 
[image: image207.wmf]F

r

=  (2xy – z2)
[image: image208.wmf]i
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+ (2yz + x2)
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 - (2xz –y2)
[image: image210.wmf]k
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6. 
[image: image211.wmf]F

r

= yz
[image: image212.wmf]i
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 + ( xz+ 4y3)
[image: image213.wmf]j
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 +  xy
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7. 
[image: image215.wmf]F

r

= (2x –4x3)
[image: image216.wmf]i

r

 - (2y -3y2)
[image: image217.wmf]j
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 - 3z2
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8. 
[image: image219.wmf]F
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=( yz – 2x)
[image: image220.wmf]i

r

 + ( xz – 3y2)
[image: image221.wmf]j
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 + ( xy- 4z3)
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r


Задание 17

Разложите в ряд Фурье в указанном интервале периодическую функцию f(x) с периодом   Т = 2l. Изобразить графики функции f(x) и суммы ряда Фурье.
1. f(x) = 3 - |x|, -5 < x < 5, l = 5
2. f(x) =  0, -3 < x < 0
                x, 0 < x < 3      , l = 3

3. f(x) =  -x, -4 < x < 0 

               1,  x = 0

               2, 0 < x < 4      , l = 4

4. f(x) = 1 + x, -1 < x < 1, l = 1
5. f(x) = -1, -2 ≤  x < 0 

               -
[image: image223.wmf]2

1

,  x = 0

               
[image: image224.wmf]2

x

, 0 < x ≤ 4      , l = 2
6. f(x) =  1, -1 < x < 0

                x, 0 < x < 1      , l = 1

7. f(x) =  -2x, -2 ≤ x < 0 

               2,  x = 0

               4, 0 < x ≤ 2      , l = 2

8.f(x) = 1 + 2x, 1< x < 5, l = 2

Задание 18
1. Разложите в ряд Фурье функцию f(x), заданную на отрезке [0,π], по косинусам.
f(x) =  х, 0 ≤ x ≤ π/2

           π/2, π/2 < x ≤ π     

2. Разложите в ряд Фурье функцию f(x), заданную на отрезке [0,π], по синусам.

f(x) =  х, 0 ≤ x ≤ π/2

           π/2, π/2 < x ≤ π     

3. Разложите в ряд Фурье функцию f(x), заданную на отрезке [0,π], по косинусам.

f(x) =  2/ π (π/2 - x), 0 ≤ x ≤ π

4. Разложите в ряд Фурье функцию f(x), заданную на отрезке [0,π], по синусам.

f(x) =  2/ π (π/2 - x), 0 ≤ x ≤ π
5. Разложите функцию f(x) = 1 - x, 0 ≤ x ≤ π в ряд Фурье, по косинусам.

6. Разложите функцию f(x)= sinx, заданную на отрезке [0,π], по косинусам.
7. Разложите в ряд Фурье на отрезке [0,π], по косинусам функцию  
f(x) =  π/2 - x, 0 < x <π/2

           0, π/2 ≤ x < π     

8. Разложите в ряд Фурье по синусам функцию
f(x) = x(π – x), 0 ≤ x ≤ π

Задание 19
Может ли следующий ряд быть рядом Фурье некоторой функции f 
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